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1. (AMC) Todos os triangulos da figura a seguir sdo semelhantes
ao triangulo isosceles ABC, no qual AB = AC. Cada um dos 7
triangulos menores tem area 1 e o tridngulo ABC tem éarea 40.
Qual é a &rea do trapézio DBCE?

A

INSNSNSN,,

AN

B c

(A) 16
(B) 18
(C) 20
(D) 22
(E) 24

2. (OBM) Em um triangulo ABC com ABC — BAC = 50°, a
bissetriz do angulo ACB intersecta o lado AB em D. Seja E o
ponto do lado AC tal que CDE = 90°. A medidado angulo ADE
é

(A) 25°

(B) 30°

(C) 40°

(D) 45°

(E) 50°

3. (OBM) Se x, y, a e b sdo reais positivos tais que ,/x —y = a
eVx + [y = b, determine ,/xy.

b* —a*
(A) =2

(B)—

b? +a?
b

©
()

(E) a?

4. (AMC) O produto 8 x 888...8, onde o segundo fator tem k
algarismos, € um inteiro cuja soma dos digitos é 1000.
Determine o valor de k.

Dica: observe valores pequenos para 0 nimero de digitos 8 e
tente encontrar um padréo

(A) 901

(B) 911

(C) 919

(D) 991

(E) 999
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5. (OBMEP) Na figura, os pontos A, B e C estéo alinhados. Qual
é a soma dos angulos marcados em cinza?

A B C

(A) 120°
(B) 180°
(C) 270°
(D) 360°
(E) 540°

6. Qual a soma de todos os inteiros positivos n tais que

Jn? + 85n + 2017

também é inteiro?
(A) 195
(B) 190
(C) 185
(D) 180
(E) 175

7. O quadrado PQRS abaixo tem lado medindo 4 cm. Sabendo
que T é o ponto médio de RS, U € RQ e SPT = TPU, qual o
comprimento de UR?

S T R
u
P Q
(A) 3,5cm.
(B) 3cm.
(C)2cm.
(D) 1,5cm.
(E) 1 cm.
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8. Na multiplicacdo indicada na figura os asteriscos representam
algarismos, iguais ou ndo. Qual é a soma dos nimeros que foram
multiplicados?

* %
X
* *
* k %k
+
* *
1656
(A) 82
(B) 95
(C) 110
(D) 127
(E) 132

9. (OBM) Se x +y =8 e xy =15, qual é o valor de
X2 + 6xy + y??

(A) 64

(B) 109

(C) 120

(D) 124

(E) 154

10. (OBM) No triangulo ABC, AB = 2 e BC = V2. Seja M 0
ponto médio do lado AB. Se BAC = a, BMC =8 e MBC =y,
entdo:

Aa+p=y

B)a+p =2y

C)a+pB+y=180°

(D) a + B = 90°

(E) a + B = 45°

11. Qual é o algarismo das unidades do niimero 1320187
(A)1
(B)3
(OX
(D)8
(E)9

12. Na equacéo
(102 + 2500)% — (102 — 2500)% = 10™,

qual o valor de n?
(A) 10
(B) 12
(C)14
(D) 16
(E) 20
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13. Qual o valor inteiro de n para o qual o nimero 28 + 211 +
2™é um quadrado perfeito?

(A) 3.

(B) 6.

©)7.

(D) 8.

(E) 12.

14. (OBMEP) Jodozinho inventou uma operagdo matematica
com nameros inteiros, para a qual ele usa o sinal *. Ela funciona
assim:

a*b=@+1)x(b-1)

Por exemplo, 3*5=(3+1)x(5-1) = 16. Se a e b sdo inteiros
positivos tais que a * b =24 e b * a = 30, quanto vale a + b?
(A) 11

(B) 12

(C) 15

(D) 16

(E) 18

15. No triangulo ABC, os pontos D e E pertencem ao lado BC e
so tais que BD = BA e CE = CA. Dado que DAE = 40, quanto
mede, em graus, o angulo BAC?

A
B E D C
(A) 80°
(B) 90°
(C) 100°
(D) 110°
(E) 120°

16. (AMC) No tridngulo ABC, AB = BC =29 e AC = 42. Qual
é a area do tridngulo ABC?

(A) 701

(B) 609

(C) 500

(D) 420

(E) 100

17. (OBM) Determine x + Yy, onde x e y sdo reais, sabendo que
X} +y3=9exy’+x% =6.

(A1

(B)2

€3

(D) 4

()5
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18. (OBM) Para homenagear a Copa do Mundo e as Olimpiadas
no Brasil, Esmeralda, a prefeita da cidade Gugulandia, decidiu
que seria feriado em sua cidade no dia x do més de nimero vy,
onde X € o Gltimo algarismo do niimero 20162°* e y ¢ o resto de
201426 na divisdo por 11. Assim, esse feriado sera no dia:
Observacdo: O més de janeiro corresponde ao més de nimero 1
e assim por diante.

(A) 8 de marco

(B) 6 de janeiro

(C) 4 de janeiro

(D) 6 de abril

(E) 6 de margo

19. (AMC) Os dois nimeros de 7 algarismos 74A52B1 e
326AB4C sdo mdltiplos de 3. Qual dos seguintes algarismo é
um possivel valor de C?

(A)1

(B) 2

(€3

(D)5

(E)8

20. (OBM) Determine o valor da expressao

20153 -1
1+ 20152 + 20162

(A) 1006
(B) 1007
(C) 1008
(D) 2014
(E) 2015

21. (AMC) Determine a medida do angulo A em graus.

100°

110°

(A) 20°
(B) 30°
(C) 35°
(D) 40°
(E) 45°
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22. (OBMEP) Adao atribuiu um valor numérico a cada letra do
alfabeto. Multiplicando os valores atribuidos as letras, ele obteve
PAPAI =12, GALO =5 e PAPAGAIO = 24. Qual é o valor que
ele atribuiu & letra L?

(A)1/4

(B) 5/8

(C) 10/3

(D)2

(E) 5/2

23. Qual o maior inteiro positivo x tal que o resultado de

4x> +7x + 8
x+1

também é inteiro?
(A)8
B)7
(6
(D)5
(E) 4

24. Sendo x € R* tal que x +§ = 4. Qual o valor de
1 1
x% + x?
X X

(A) 32.
(B) 66.
(C) 70.
(D) 80.
(E) 128.

25. (OBM) Na figura, os quadrados cinzentos tém um vertice
comum e o quadrado maior tem um vértice de cada um desses
quadrados em seus lados. As medidas de alguns angulos, em
graus, estdo indicadas na figura. Qual € o valor de x em graus?

47" 122°

(A) 79°
(B) 43°
(C) 32°
(D) 21°
(E) 11°
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26. (OBMEP) Comecando com um quadrado de 1 cm de lado,
formamos uma sequéncia de figuras, como na ilustracdo. Cada
figura, a partir da segunda, é formada unindo-se trés copias da
anterior. Os contornos das quatro primeiras figuras medem,
respectivamente, 4 cm, 8 cm, 20 cm e 56 cm. Quanto mede o
contorno da Figura 67

-
] E] ] |

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 e

(A) 88 cm
(B) 164 cm
(C)17cm
(D) 48 cm
(E) 488 cm

27. (OBM) O numero de seis digitos ab2016 € mdltiplo de 99.
Determine o valor do digito a.

(A) 2

(B)3

(C)6

(D)8

(SE]

28. (OBM) Na figura a seguir, as retas CD e AB sdo paralelas.
Se ABC é um triangulo equilatero, DG = GF = FE e AB = 12,
determine o comprimento de GC.

(A) 4
(B)3
(€)8
(D)5
(E) 2
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29. O nimero de seis digitos ab2016 é multiplo de 99. Qual o
valor do digito a?

(A) 2

(B)3

(C)6

(D)8

(E)9

30. (OBM) O perimetro de um retangulo é 100 e a diagonal mede
X. Qual é a area do retangulo?

(A) 625 — x?
(B)625 — =
(C) 1250 — x2
(D) 1250 — =
(E) 2500 — 2

31. (OBM) O tridngulo aritmético de Fibonacci é formado pelos
nimeros impares inteiros positivos a partir do 1 dispostos em
linhas com ordem crescente em cada linha e pulando para a linha
seguinte. A linha n possui exatamente n ndmeros. VVeja as quatro
primeiras linhas

linhal —> 1
linha2 — 35
linha3 - 7911
linha4 — 131517 19

Em qual linha aparecera o 2013?
(A) 46
(B) 45
(C)64
(D) 63
(E) 62

32. (OBMEP) Juliana comegou a escrever, em ordem crescente,
uma lista dos nameros inteiros positivos cuja soma dos
algarismos é divisivel por 5. Sua lista comegou com 5, 14, 19,
23, e terminou quando ela encontrou dois nimeros consecutivos.
Qual é a soma dos algarismos do penultimo nimero dessa lista?
(A) 10
(B) 20
(©) 30
(D) 40
(E) 50
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33. (OBMEP) Qual é o valor da expressao abaixo?

—1x2 + 2x3 — 3x4 + 4x5 — 5x6 + --- — 49x50 + 50x51

1+2+3++25

(A) 4
(B)5
(C)6
(D)7
(E)8

34. (AMC) A circunferéncia de centro O foi dividida em 12
arcos iguais, marcados por letras de A até L como na figura a
seguir. Determine a soma dos angulos x e y em graus.

(A) 75°
(B) 80°
(C) 90°
(D) 120°
(E) 150°

35. Qual o maior nimero primo que divide 22* — 1 e 216 — 1?
(A) 23
(B) 19
(C) 17
(D) 13
(E) 11

36. (OBMEP) Qual é o algarismo das dezenas da soma

7 + ZZ + ZZZ + 7777 + -+ 777..777 + 777 ..777 ?

—’ N——
um quatro setenta e sete
sete setes setes

setenta e seis
setes

trés
setes

dois
setes

(A)5
(B)6
©7
(D)8
B9
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37. (OBM) O conjunto verdade de uma equacédo na variavel x é
0 conjunto formado por todos os valores de x que satisfazem a
equacdo. O conjunto verdade da equagdo (x — a)? = b?, sendo
a e b reais positivos, é:

(A){a+b}

(B) {a-b}

(©){a+bja-b}

(D) {-a+b;a+b}

(BE){a+b;-a-b}

38. A equacéo
372 + 46% + 492 — 20% — 17% = x? + y?

possui apenas uma solugdo inteira positiva (x, y), com x <.
Sendo assim, qual o valor de x +y?

(A) 76

(B) 80

(C)84

(D) 93

(E) 95

39. (AMC) Um papel triangular com lados 3, 4 e 5 cm, como
mostrado na figura, é dobrado de modo que o ponto A fique
exatamente sobre o ponto B. Qual é o comprimento da dobra
feita?

B

3
C

(A)1+:v2

(B) V3

©):

(D)=

(E)2
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40. (OBM) Sabendo que a figura a seguir representa um dodecégono regular, qual a medida do angulo BAD?

/
~

(A) 15°
(B) 30°
(C) 45°
(D) 60°
(E) 75°
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GABARITO

B CD B CDE
B CD B CDE
B CD B CDE
B C D B CDE
B C D B CDE
B CD B CDE
B C D B CDE
B C D B CDE
B C D B CDE
B C D B CDE
B C D B CDE
B C D B CDE
B C D B CDE
Y A B CDEFKMNABCDE
Fif A B CDEEKEABTCDE
FElA B CDERFABCDE
I A BCDEREABCDE
FElA B CDEREABCDE
FCHA B CDEREABCODE
lA B CDEWMIEABTCODE
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1. ALTERNATIVAE
Seja x com comprimento da base de cada um dos triangulos menores de area 1 . Veja que o triangulo ADE

também sera semelhante ao ABC, pois tem os angulos da base iguais, e tem base 4x. Portanto, a area do
ADE € 42 = 16 vezes a area do triangulo menor que é 16. Dai a area do DBCE é dada por

[DBCE] = [ABC] — [ADE] = 40 — 16 = 24

OBS: podemos também encontrar a area do tridngulo formado por A até os triangulos menores de duas
formas : base 3x implicando area 32.1 =90ou16—7.1 =9

2. ALTERNATIVA A

A Seja £BAC = x. Pela equagdo 2ABC — £BAC = 50°, temos £ABC =
x + 50°. Somando os angulos internos do triangulo ABC, temos £LACB =
180° — £BAC — £ABC = 130 — 2x.

Segundo CD bissetriz, temos 2DCB = £DCA = 65° — x . Pela soma dos
angulos internos do triangulo ADC, temos £ADC = 180° — £DAC —
¢£DCA = 115° . Finalmente, temos ZADE = 2£ADC — £EDC = 115° —
90° = 25°.
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3. ALTERNATIVA A

Note que a? =x —y = (Vx +/y). (Vx — \[y) - (ﬁ—ﬁ)za—z. Adicionando (vVx +./y)=be

b
2 2 2
(Vx—fy) = % ,temos 2vx = b + % e subtraindo 2,/y = b — % . Fazendo o produto das duas Gltimas

equacdes temos 4\/x—y = (b + %2) _ (b _ %2) N \/x— _ ”:;2‘4

4. ALTERNATIVAD

Primeiro faremos casos pequenos para entender o padrdo
8.8=64;8.88=704;8.888 =7104;8.8888 =71104

Para k = 1,2,3 e 4 temos uma soma dos digitos 10,11 ,12 e 13, respectivamente. Entdo nosso palpite é
que para cada k a soma dos digitos é k + 9. Se provaros isso, a soma é 1000 parak + 9 = 1000 - k =
991 .
Mais exatamente, o resultado é da forma 7111 ... 104 com k — 2 algarismos uns em sequéncia.
Podemos provar por indugéo

8.888..8=8.800..0+8.888...8 =64000...0+ 7111 ...104
A primeira parcela tem k — 1 zeros e a segunda parcela k —1 — 2 = k — 3 uns. Assim, os digitos mais
significativos sdo 64 + 7 = 71 deslocando 7 e adicionando 1 no bloco de algarismos 1.
O bloconovotem k — 3 + 1 = k — 2 algarismos 1.
A soma dos algarismos é 7 + (k — 2)1 + 0 + 4 = k + 9 como haviamos adiantado.

5. ALTERNATIVAD

Veja que a soma dos angulos dos trés triangulos juntos é 3.180° = 540 °. Porém, foram apagados 0s
angulos em torno do ponto B e formam o angulo ZABC. Como A, B e C estdo alinhados 2ABC = 180°.
Assim, a soma dos angulos em cinza é 540° — 180° = 360 °.

6. ALTERNATIVA A

Sendo g € N, podemos desenvolver para completar quadrados e depois fazer a diferenca de quadrados
chegando a
n? + 85n + 2017 = ¢>
(2n + 85)% + 4.2017 — 852
(2q + 2n +85)).(2q — (2n + 85)) = 843

que pode ser escrito como 843 = 1.843 = 3.281 . Sendo assim, ficamos com
2q + (2n+85) =843  (2q + (2n + 85) = 281
{ 29— (2n+85) =1 _’{ 2q — (2n +85) = 3
29+ (2n+85) =3 2g+(2n+85)=1
{Zq — (2n + 85) = 281 {Zq —(2n +85) = 843

As diferencas entre as equagds nos doisprimeiros sistemas geram 2(2n + 85) = 842 e 2(2n + 85) =
278, comon € {168,27} e 168 + 27 = 195, para os dois Ultimos sistemas teremos n & Z7.

3]
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7. ALTERNATIVAE

De inicio, defina RU = x e conclua UQ = 4 — x. Depois, destaque 0
ATPU e trace a sua altura TH. Dai, perceba que APST é congruente a
APHT, pelo caso AAA e hipotenusa comum, concluindo PS = PH =
4 cm. Analogamente, AURT = AUHT e RU = UH = x. Aplicando o
teorema de pitdgoras no APQU chegamos a

424+ (4—-x)=U+x)>x=1cm

8. ALTERNATIVAC

Vejamos as possibilidades para que o produto de dois niimeros de dois algarismos seja 1656 = 23.32.23 .
O fator 23 nos ajuda a limitar as possibilidades, pois 23 .5 = 115 que j& teria mais que 2 algarismos.
Entdo 23 s6 nossos casos sdo 23x72,46x36,69x24 e 92x18.

Observe que na operagdo ao multiplicar o algarismo das dezenas do nimero de baixo pelo nimero de cima
resulta em um namero de dois algarismos. Isso s6 € possivel usando 18 em baixo e 92 em cima. Entdo a
soma dos numeros multiplicados é 18 + 92 = 110.

9. ALTERNATIVAD

Separando as partes que formam (x + y)?, temos x2 + 6xy + y? = x2 + 2xy + y2 + 4xy = (x + y)? +
4xy = 8% + 4.15 = 124

10. ALTERNATIVAC

Como M é o ponto médio de AB, temos MA = MB = 1. Os tridngulos MBC e CBA sdo semelhantes por
LAL, ja que
1 _MB _ BC 2
V2 CB BA 2
e LMBC = £CBA = [.Comsso, £BCM = £BAC = a.

(o]

Pela soma dos angulos tridangulos ABC temos a + 8 + y = 180°
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11. ALTERNATIVAE

Veja que o algarismo das unidades € o resto da divisdo por 10. Pelo teorema dos Restos, o algarismo da
uidades de 132918 ¢ igual ao algarismo das unidades de 32°18, Veja que 3* = 81 deixa resto 1 por 10 e,
consequentemente, 32016 = (3%)504 deixa 0 mesmo resto que 1°°* = 1 por 10. Logo, 32°'8 edixa o
mesmo resto por 10 que 32918 = 32016 32 que deixaresto 1.9 =9 .

12. ALTERNATIVA D

(102 4+ 2500)? — (102 — 2500)? = 10" -

102* + 2.10'2,2500 + 2500% — 10%* + 2.10'2.2500 — 2500% = 10" -
4.102.2500 = 10™ —»

10" =10 > n=16

13. ALTERNATIVAE

Veja que
28 4210 42" = (292 +2.2% .20 4+ 2" = (2%)%2 +2.2* .20 + (2%)2
SeZ=6—n =12, temos
(2)2 +2.2%.2° + (2°)% = (2* + 2°)?
Que é um quadrado perfeito.

14. ALTERNATIVA A

Veja que
axb=(a+1).(b—1)=ab—a+b+1=24
bxa=((b+1).(a—1)=ba—b+a+1=30
E somando as expressdes 2(ab — 1) = 27 — ab = 28. Com esse valor na segunda equacéo 28 — b +
a—1=30->a=b+3.Logob(b+3)=28-b%+3h—28=0.
Resolvendo a equacdo do segundo grau temos b = 4 ou b = —7. Como sao inteiros positivos temos
(a,b) = (7,4) easomadeles é 11.

OBS : Também poderiamos testar os valores de a e b cujo produto € 28 na suas equacgdes fornecidas no
enunciado.

15. ALTERNATIVAC

Sejam £BAE = x e £CAD = y. De BD = BA, temos AABD isosceles e ZBDA = £BAD = 40° + x.

Analogamente, de CE = CA temos que AACE isésceles e £CEA = £CAE = 40 + y. Considere a figuraa
sequir
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40y 40°+x

B E D C

Somando os angulos internos do tridngulo DAE, temos 40 + x + 40 + y = 180 —» x + y = 60. Assim,
£2BAC = x+40+y =100°

16. ALTERNATIVA D

Trace a altura do tridngulo relativa ao vértice B. Como o tridngulo é isdsceles,AB = BC, entdo ela coincide
com a mediana.

29 29
20

.

o
A 21 M 21 c

Usando o teorema de Pitagoras, temos BM? + MC? = AC? - BM? = 29% — 212 = (29 + 21)(29 —

21) = 50.8 » BM = 20. A area do triangulo é
AC.BM 42.20
[ABC] = S =5 = 420

17. ALTERNATIVAC

Veja que (x + y)3 = x3 + y3 + 3xy? + 3x%y = 9 + 3.6 = 27. Podemos concluir que x +y = /27 =
3. Veja ainda que x?y + xy? = xy(x + y), implicando em xy = 2 e sabendo a soma e o produto dos
nimeros, podemos usar a equacédo do segundo grau x? — 3x + 2 = 0 para concluirque x = 1 ey = 2 ou
x=2¢ey=1.

18. ALTERNATIVA B
Para descobrir x fazemos 20162%°1* mddulo 10 e temos

20162°14 = 62014 (mod 10)
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Veja que 6! = 6(mod 10),6% = 6(mod 10), 63 = 6(mod 10). Prova-se por inducdo que 6"
6(mod 10) para todo n inteiro positivo. Concluimos que x = 6.
Para descobrir y podemos usar a mesma ideia médulo 11.

20142016 = 12016 = 1(mod 11)

Concluimos que y = 1.
Portanto o dia € 6 de janeiro.

19. ALTERNATIVA A

Pelo critério de divisibilidade por 3 no primeiro nimero, temos que 3|7 +4+A+5+2+B+1=
19 + A+ B e A + B deve deixar resto 2 na divisdo por 3. Usando no segundonimero 3|3 +2 + 6 + A +
B+4+4+C=154+A+ B+ CeA+ B+ C deve deixar resto 0 na diviséo por 3. Das duas informacdes,
concluimos que C deixa resto 1 por 3 e 0 Unico nimero entre 0s nNUmeros nos itens com essa propriedade
é 1 no item A.

20. ALTERNATIVAB

Usando produtos notaveis, sabemos que 20153 — 1 = (2015 + 1)(20152 + 2015 — 1) e que 20162 =
(2015 + 1)? = 20152 + 2.2015 + 1. Logo, a expresséo pode ser desenvolvida
20153 — 13 _ (2015 — 1).(2015% + 2015 + 1) _ (2014).(2015% + 2015 + 1) _ 2014

12 + 20152 + 20162 1420152 +201524+2.2015+1  2(20152+42015+1) 2

Portanto, a resposta é 1007.
21. ALTERNATIVA B

Veja a figura a seguir

Temos dois angulos sobre reta no ponto E, um é 110° e o0 outro 180° — 110° = 70°. Da mesma forma,
no ponto B temos um angulo 100° e o outro 180° — 100° = 80°. Somando os angulos internos do
triangulo CDE, encontramos 2C = 180° — 40° — 70° = 70°. Para determinar o angulo A podemos usar
a soma dos angulos internos do triangulo ABC : £A = 180° — 2B — «C = 180° — 80° — 70° = 30°.

22. ALTERNATIVAE
Multiplicando as duas primeiras expressoes e dividindo o resultado pela terceira, temos

PAPAI x GALO 12.5 L 5
= -
PAPAGAIO 24 2
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23. ALTERNATIVAE
Procedendo a divisdo de polindmios, teremos que

5
(4x?+7x+8)+~(x+1)=4x+3+——
x+1

5 . . .
Para termos — € Z, precisamos que x + 1 seja fator de 5, 0 que gera 0 maior x como 4.

24. ALTERNATIVAB

Note que
1
x+—=4
X
1 1 1\2
x2+—2=x2+—2+2—2=(x+—) —-2=16-2=14
X X X
1 1 3 3 1 3 1 1,3 1
x3+—=x3+—+3x—3x+———=(x3+—+3x+—)—3<x+—)=(x+—> —3<x+—)
x3 x3 X X x3 X X X X
=64—34=052
Portanto

1 1
x*+—=+x*+—==14+52=66
X X

25. ALTERNATIVA E
Usando o terorema dos Bicos, temos 47° + 122° + x = 90° 4+ 90° —» x = 11°.
26. ALTERNATIVA E

Seja a,, 0 contorno da figura n. Por exemplo, a; = 4,a, = 8 e assim por diante. Observe que de uma
figura n para a seguinte de numero n + 1 fazemos 3 copias da figura n e perdemos 4 unidades, pois
fazemos duas conexdes entre as figuras, cada conexdo perde uma unidade de cada figura. Portanto,
an+1 = 3a, — 4
Assim,
a; =3.8—4=20;a, =3.20—4 =56;a; = 3.56 —4 = 164;a43.164 — 4 = 488

OBS: podemos maipular a recorréncia para a,;; — 2 = 3a, — 6 = 3(a,, — 2) e a, — 2 éumaPG. Assim,
a,—2=3"1a; —2) > a,=3"14-2)+2=23"1+ 2 que é aformula geral dessa sequéncia.

27. ALTERNATIVAC

12 Resolucéo:

Veja que 100 deixa resto 1 por 99 e, portanto, ab. 1002 + 20.100 + 16 deixa 0 mesmo resto que ab +
20 + 16 = ab + 36. Como esse resultado é multiplo de 99, temos que ab deixa resto 99 — 36 = 63 na
divisdo por 99. O nico nimero de 2 algarismos com esse resto por 99 € o préprio 63.Logo,a =6e b =
3.
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2% Resolucéo:
De inicio, percebaque 0 < a <9;0 < b < 9; e, eplos critérios de divisibilidade por 11 e por 9, devemos
ter
{11|(a+2+1)—(b+0+6)=a—b—3
9a+b+2+0+1+6=a+b+9
Como a + b < 18, as Unicas possibilidades que satisfazema Gltima relacdo de divisibilidade séo :

1) a+ b =9, gerando
11la—b -3
11|/(9—=b) — b -3
1116 —2b = 2(3 —b)
Cujo Unico digito que resolve essa relacdo € b = 3, resultandoem a = 6;
1) a+b=18,0queresultaema=b=9e11|9 —9 — 3 = —3 (um absurdo)
A Unica solugdo possivel éa = 6e b = 3.

28. ALTERNATIVA A

Sejam DG = GF = FE =x e GC =y. Como ABC é equilatero temos AC = AB = 12 e AG = AC —
GC =12 —y.

Como os segmentos CD e AB sao paralelos os tridangulos DCG e EAG possuem todos os angulos iguais e

sdo semelhantes. Dai
CG _GD y x

_— = —
AG GE 12—y 2x

29. ALTERNATIVAB

ab2016 = ab + 2016 = 99k
= 99k + 2016
ab = 99(k + 20) + 36
ab — 36 = 99(k + 20)
O Unico namero de 2 algarismo de dividido por 99 deixa resto 36 é o proprio 36, logo
ab=36=a=3eb=56
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30. ALTERNATIVAD
Sejam a e b a altura e a base desse retdngulo. Do perimetro temos 100 = 2a + 2b - a+ b = 50 ¢ da

diagonal temos a? + b? = x*. Desejamos calcular a area ab, mas usando essas equacOes e produtos
notaveis

(a+b)?— (a®+b?) 50%—x? x?
b= > = > = 1250 — >

31. ALTERNATIVAB

Comoalinha k tem k impares o ultimo nimero dessa linha é o impar de posicdo 1 + 2 + .-+ k = kler1).

Olhando para a linha anterior o Gltimo numero é o impar de posigdo 1 +2 + -+ k—1 = @ Como

2013 ¢é o impar de posi¢do 1007, pois 2013 = 2.1007 — 1, queremos encontrar k tal que
k(k—1) k(k+1)
— <1007 < —

Veja o produto k(k + 1) deve ser maior ou iguala 2.1007 = 2014 e é aproximadamente k. Como k? >
2014 — k > 45, pois 452 = 2025 e 44% = 1936. Testando k = 45 temos

44.45 45.46
— = 990 <1007 £1035 = —

Portanto, 2013 esta na linha 45.

32. ALTERNATIVAD

A soma dos digitos aumenta 1 quando o digito das unidades € menor que 9. Quando o digito das unidades
€ 9 a soma aumenta 1, mas subtrai 9 para cada vai um que for feito para as casas das esquerda. Por
exemplo, a soma dos digitos de 399 ¢ 3+ 9 + 9 = 21 e a soma dos digitos de 40063 +9+9+1 —
9 — 9 = 4, pois existe dois vai um.

No nosso problema, preisamos que a soma dos digitos dos niUmeros consecutivos seja multiplo de 5, entdo
1 — 9x deve ser multiplo de 5 onde x é a quantidade de vai um. O menor x que satisfaz essa divisibilidade
é x = 4. Vejaque 1 — 9.4 = —35. O menor niumero com soma dos digitos divisivel por 5 que termina em
4 noves € 49999. Logo, a lista de Juliana terminou em 49999 e 50000. A soma dos digitos do pendltimo
nimeroé4+9+9+9+9 = 40.

33. ALTERNATIVA A

Podemos manipular cada par de parcelas para obter —(2k — 1)x2k + 2k(2k + 1) = 2k(—(2k -1+
2k + 1)) =4k . Por exemplo, —1x2 +2x3 =2(-1+3)=4=41¢e —3x4+4x5=4(-3+5) =

4.2 . Assim,
—1x2 + 2z3 — --- + 50x51 B 41+42+---+4.25 B

142+ 425 1424 +25

34. ALTERNATIVAC

10
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Note que OA=O0E =0G =0I. Os dois triangulos
isdsceles e os angulos das bases sdo iguais. A volta
completa de 360° foi dividida igualmente em 12 partes,
logo cada parte mede 30°. Pelas quantidades de partes
podemos concluir que LAOE = 4.30° = 120° e 2GOI =
2.30° = 60°.

Somando os angulos do tridngulo AOE, temos 2x +
120 = 180° - x = 30° e somando os angulos do GOI,
temos 2y + 60 = 180 — y = 60°. Portanto, x + y =
30° + 60° = 90°.

35. ALTERNATIVAC

Pela diferenca de cubos, temos que
224 —1=(28 -1 +28 +1)

e pela diferenca de quadrados, chegamos a
216 —1=(28 - 1)(28 + 1)

Observe que mdc(21® + 28 + 1,28 + 1) = 1, entdo o maior nimero primo que divide ambos é fator de
255, que é 17.
36. ALTERNATIVA A

Seja S a soma dada. Para descobrir o algarismo das dezenas de S basta usarmos modulo 100. Temos
S=7+774+--4+77=7+77.76 = 5859 = 59(mod 100)

Portanto, S termina em 59 e possui algarismo das dezenas igual a 5.

37. ALTERNATIVAC

Vejaque (x —a)? =b? > (x—a)>—b?*=0-> (x—a—b)(x —a+ b) = 0. O produto é zero quando
um dos fatores é zero. Portanto, x —a—b=0->x=a+boux—a+b=0->x=a—b.
O conjunto verdade é {a + b,a — b}.

38. ALTERNATIVAE

Podemos reescrever o primeiro membro como
492 —20% + 462 — 172 + 37* =
(49 — 20)(49 + 20) + (46 — 17)(46 + 17) + 37% =
29.(132) 4+ 372 =
2.29.66 + (66 — 29)? =
=292 + 662

O que permite concluir que x = 29 ey = 66, gerando x + y = 29 + 66 = 95.

11
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39. ALTERNATIVA D

Como 32 + 42 = 5% sabemos que £ACB = 90° pelo teorema
de Pitagoras. Veja que LADE = 90° e a dobra DE divide AB

no meio, pois o seguimento AD tem que sobrepor exatamente

DB implicando AD = DB = Ze £ADE = £BDE ==

Veja que os triangulos ADE e ACB séo semelhantes, angulos
2DAE = £CAB = £A e LADE = £ACB = 90°. Logo

DE AD DE > 15
CB AC 3 4 8

40. ALTERNATIVA B

Seja £BAD = x. Veja que 2CDA = x, por simetria. O angulo interno do dodecagono é % =
10'11:°° = 150°. Assim, ZABC = BCD = 150°. Pela soma dos angulos internos do quadriladtero ABCD,
temos

2x + 2.150° = 360° —» x = 30°

12
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